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1. Valoszinuségszamitasi tételek. Feltételes valoszinuség.
Események fiiggetlensége.

1.1. Feltételes valosziniiség

1. Ha nagyon sok kétgyermekes csalad koziil véletlenszeriien valasztunk egyet, és megtudjuk,
hogy legalabb az egyik gyermek leany, mekkora a valosziniisége annak, hogy van fiu is a
csaladban?

Megoldas:
Egy kétgyermekes csalddban négy egyenld valdsziniiségli eset fordulhat elé a gyermekek
nemét illetéen, mivel mind az elsd, mind a mésodik gyermek egyenld valdszintiséggel lehet
leany vagy fiu:

» Leany-leany

» Leany-fiu

» Fit-leany

» Fio-fin

A esemény: az egyik gyermek leany
B esemény: van fit a csalddban

Feladat, hogy az A teljesiilése mellett vizsgaljuk a B esemény valoszintiségét.

P(A-B)

P(B/A)=
P(4)
Az (A-B) esemény a fenti 4 lehet6ségbdl kétszer all fenn, igy P(A-B)=2/4=1/2=0,5
Az A esemény, vagyis hogy legalabb 1 leany van a csalddban, a négy esetbdl haromszor
teljesiil: P(A)=3/4

P(4) 3/4 23 6

) 4y PAB) 12 1;

N

2
3

Tehat 2/3 a valosziniisége annak, hogy van fiu a kétgyermekes csaladban, ha tudjuk, hogy
legalabb az egyik gyermek leany.

2. Ejtdernyds ugrdst hajtanak végre 1500m’-es teriiletre. Sikeres az ugrdsa annak, aki a
terepen kijelolt 10m oldalu négyzeten beliil ér foldet. Kiilondijat kap az, aki a négyzet
kozepén megrajzolt 2m sugaru korben ér le. Mennyi a valosziniisége annak, hogy egy
sikeres ugrdast végrehajto ejtoernyds kiilondijat is kap, ha a négyzeten beliil a leérkezés
barmely helyre egyenlo esélyii?
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Megoldas:

»A” az az esemény, hogy kiilondijat kap az ejtdernyds, ,,B” pedig jelentse azt, hogy sikeres
ugrast hajtott végre. Az ,,A” esemény ,,B” feltétel melletti valoszintiségét kell vizsgalnunk

B teljesiilése esetén a szoban forg6 teriilet nagysaga (10m oldalt négyzet teriilete): T=100m?
Az A esemény szempontjabol kedvezd teriilet a négyzet kdzepén 1évé kor teriilete (r°n): t=4n
m’ (ez a P(A-B), hiszen itt egyszerre teljesiil a sikeres ugras és a kiilondijat érdemld ugras)

A feltételes valdszinliség:

P(4/B) =L =27 L013
T 100

Tehat kb. 13% a valdszinlisége annak, hogy egy sikeres ugrast teljesitd versenyzd kiilondijat
is kap

3. Egy urnaban van 4 fehér és 6 fekete golyo. Egymas utan kettot kihvuzunk. Mennyi annak a
valosziniisége, hogy a masodik golyo feher feltéve, hogy az elso fekete.

Megoldas:

A esemény: a masodik golyo fehér

B esemény: az elsé golyo fekete

Ki kell szamitanunk a P(A-B) és P(B) eseményeket.

A huzas sorrendje ebben az esetben 1ényeges. Rdadasul nem tessziik vissza az elsdre kihtizott
golyot, igy 10-9=90 kiilonféle huzasi eredmény lehetséges. Ebbdl azok szama, amelynél az
elso fekete, és a masodik fehér: 6-4=24

igy

P(A-B)= % (kedvezo esetek szama/Gsszes eset)

A ,,B” esemény valdszintisége:

Itt a kedvezd eset azon huzdsok szdma, ahol az els¢ golyd fekete (a masodik pedig
tetszbleges), igy a 24-hez hozza kell még adnunk azoknak a szamat, amelyekben az elsé is €s
a masodik is fekete. Ezek szama: 6-5=30. A ,B” esemény kedvezd eseteinek szdma
24+30=54.

fgy:
54
P(B)=—
B)=50

A keresett feltételes valoszintiség tehat:

P(4B) _24 _4

PAB) =08 T34 79

~ 0,444
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1.2. Teljes valoszintiség tétele

1. Hdrom urndban fehér és fekete golyok vannak elhelyezve. Az elsoben 2 fehér és 3 fekete; a
masodikban 3 fehér és 4 fekete; a harmadikban 4 fehér és 5 fekete golyo van. A kisérlet
abban all, hogy véletlenszeriien kivalasztunk egy urnat: legyen: 1/2, 1/3 és 1/6 rendre az
elso, a masodik és a harmadik wurna kivdlasztasanak a valosziniisége. Ez utan a
kivdlasztott urnabol véletlenszeriien kihuzunk egy golyot ugy, hogy mindegyik golyo
kihuzasanak a valosziniisége egyenlo legyen. Kérdés: mennyi annak a valosziniisége, hogy
fehér golyot huizunk?

Megoldas:
Legyen B;, By, B; annak a valdsziniisége, hogy az elsd, a masodik ¢és a harmadik urnat
valasztjuk ki. ,,A” legyen az az esemény, hogy fehér golyot huzunk ki.

P(B,)=1/2
P(B,)=1/3
P(B,)=1/6
P(A/B)=2/5

P(A/B,)=3/7
P(A/B,)=4/9

P(A):%- + 4.2 =0416

O | &~

1,41
3796

N | —
< w

Tehat 41,6% a valoszintisége annak, hogy fehér goly6t huzunk.

2. Mikrohullamu siitok forgotanyérjanak kisérleti gyartasat végzik egy gyarban. Harom tétel
mikrohullamu siito késziil el. Az elsé két tétel a teljes mennyiség egy-egy negyedét, a
harmadik tétel pedig a felét adja. A mindség-ellenorzés soran kideriil, hogy az eloirt
miuikodeési oraszamot az elso tétel 12%-a, a masodiknak 21%-a, a harmadiknak 28%-a éri
el. Mennyi a valosziniisége annak, hogy egy taldlomra kiszemelt mikrohullamu siito az
eloirt ideig miikodik?

Megoldas:

»A” az az esemény, hogy a mikrohulldmu siité forgétanyérja az eldirt ideig tizemel. By, B, és
B; jelentse azt, hogy a kivalasztott darab az elsd, a médsodik vagy a harmadik tételbdl vald. A
Bi események valoszinliségei rendre:

P(Bl>=i;P(Bz>=%;P<Ba>=%

Felirjuk az A eseménynek a B; feltételek melletti valdszinliségét, vagyis azt, hogy az egyes
tételekbdl valasztott forgdtanyérok milyen valoszintiséggel miikodnek a megfeleld ideig:
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P(A/B))=12/100;P(A/B,)=21/100; P(A/B;)=28/100
A teljes valoszinliség tételét alkalmazva:

21 1 28 3 21 14

3 12
P(A)=Y P(A/B)-P(B) = Lo - n "
) Z( ) P(B) 100 2 100 100 400 100

1
= 4100

N %. = 0,2225=22,25%

Vagyis 22,25% a valoszinlisége annak, hogy hibétlan darabot valasztunk.

3. Azonos fajta autoradio elélapokbol ket tételiink van. Az elso tétel 26, a mdsodik 32
darabbol all. Mindkét tételben egy-egy hibdas darab van. Az elsé tételbol egy
véletlenszeriien kivalasztott darabot dttesziink a mdsodikba. Ezutan a mdsodik tételbol
valasztunk egyet talalomra, és ezt megvizsgaljuk. Mi a valosziniisége annak, hogy ez a
darab selejtes?

Megoldas:
Jelentse ,,A” esemény azt, hogy a masodik tételbdl selejtest hizunk. Jelentse B azt, hogy az
elso tételbdl jot, B pedig azt, hogy hibasat tettiink at a masodikba. Ezeknek a valoszintségei:

25 1
P(B)==2;P(B)=—
(B) Y (B) Y

Ha B kovetkezett be, akkor a mésodik tételben 33 darabbdl csak egy selejtes van, és az A
esemény feltételes valoszinlisége: P(A4/ B):%; ha viszont B kovetkezett be, akkor két

selejtes darab van a masodik tételben, igy ebben az esetben a feltételes valdszinliség:

= 2
P(A/B)=—.
(4/8) =3

Alkalmazzuk a teljes valoszinliség tételét:

= oo 1025 2 1
P(A)=P(A/B)-P(B)+P(4/B)-P(B)=—-—+——-—=0,0314
(A)=P(A/B)- P(B)+ P(A]B)- P(B) ===~ =

Vagyis 3,24% a valdszinlisége annak, hogy a masodik tételbdl selejtest huzunk.
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1.3. Bayes-tétel

1. 10 azonos alaku doboz koziil az elsé 9-ben 4-4 golyo van, mégpedig 2 fehér és 2 kék. A
tizedik dobozban 5 fehér eés 1 kék golyo van. Az egyik talalomra kivalasztott dobozbol
véletlenszeriien kivesziink egy golyot. Mi a valdsziniisége annak, hogy ez a tizedik
dobozbol valo, ha a kivett golyo fehér?

Megoldas:
Jeloljik A-val azt az eseményt, hogy fehéret huztunk. Bj-vel jeloljik azt, hogy a j-edik
dobozbdl valasztottunk. Ezeknek a valdsziniisége azonos: P(B;)=1/10.

Az A esemény B; feltétel melletti feltételes valoszintiségére a kovetkezd all fenn:

P(A/Bj)=1/2, haj=1,2,3...9
P(A/B10)=5/6

51 5
P(A/B,,)-P(B,,) 10 ~ s
P(By/A)= - o= 1 ° %0 5 :965:3_2
D.P(4/B)-P(B) [ O+ S+

j=1
Tehat 5/32 a valoszinlisége annak, hogy egy fehér golyot éppen a 10. dobozbol hiizunk.

Masik megoldas:

A ismét az az esemény, hogy fehéret huzunk. B, jelentse azt, hogy a kilenc egyforma koziil
huzunk (barmelyikbél), B, pedig jelentse azt, hogy a 10.-bél huzunk. igy P(B;)=9/10;
P(B,)=1/10. P(A/ B1)=1/2, P(A/ B,)=5/6. Innentdl a megoldas menete ugyanaz.

2. Egy forgdcsolo tizemben elkésziilt munkadarabok 96%-a felel meg a sulyszabvanynak. A
minoség-ellenorzés soran az elkésziilt munkadarabok egy részét megvizsgaltak, a suly
szempontjabdl szabvanyos darabok 98%-a bizonyult alakra jonak, a nem szabvanyos
sulyu darabokbol pedig 5%-ot nyilvanitanak alakra jonak. Mennyi a valosziniisége annak,
hogy egy darab, amely a mindségellenorzésen alakra jonak bizonyult, megfelel a
sulyszabvanynak?

Megoldas:

»A” az az esemény, hogy a munkadarab alakra jonak bizonyul.

Legyen B, az az esemény, hogy a vizsgalt darab sulya szabvanyos, a B, pedig, hogy a darab
sulya nem szabvanyos.

Megjegyzés:
B, = El
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P(B,)=0,96
P(B,)=0,04
P(A/B,)=0,98
P(A/B,)=0,05

A B; esemény valoszinliségét keressiik az A esemény teljesiilése esetén. Ezt a feltételes
valoszinliséget a Bayes-tétellel szamoljuk ki:

P(B,/ 4) = P(A/B,)-P(B,) _ 0,98-096
P(A/B,)-P(B,)+P(A/B,)-P(B,) 0,98:0,96+0,05-0,04

=0,998

Tehat kb. 99,8% a valdszinlisége annak, hogy a mindségellendrzésen alakra jonak bizonyult
darab stulya megfelel a szabvanynak.

3. Egy biologiai kisérlet soran 100 egyedet harom — 20, 30 ill. 50 egyedbdl allo- csoportokra
osztanak. Az elsé csoport egyedeit gyenge, a masodikét kézepes, a harmadikét erds
hatoanyaggal oltjak be. A csoportokat ezutan kiilon taroljak. Az oltas hatdasdara az elso
csoportbol 3, a masodikbol 10, a harmadikbol pedig 39 megy keresztiil valamilyen
valtozason. Ezutin a csoportok elkiilonitését megsziintetik. Ha az osszes egyedbol egyet
talalomra kivalasztunk és ennek vizsgalata azt mutatjia, hogy nem ment keresztiil
valtozason, akkor mennyi a valosziniisége annak, hogy a kivalasztott egyed a mdsodik
csoportbol valo?

Megoldas:
»A” az az esemény, hogy a kivalasztott egyed nem megy keresztiil valtozason.
A B; azt jelenti, hogy a kivalasztott egyed a j-edik csoportbdl valo.

20 30 50
P(B))=-—;P(B,) =——; P(B,) = —
(B =100 B =150 T B) = 100
17 2 1
P(AIB))=~—;P(AlB,) ==;P(A/ B,) = —
(A/B))=— s P(AIBy) == P(A] By) =
2 30
P(BZ/A): 3P(A/BZ)P(BZ) — 3 100 =§=i=41’67%
S P/ P(B) L2020 1150 48
5207100 37100 7 50 1100

J=1

Tehat 41,67% annak a valészinlisége, hogy a kivalasztott egyed a masodik csoportbol valo.
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1.4. Események fiiggetlensége

1. Ketten lonek céltablara. A talalat valosziniisége az elso személy esetében 0,7, a masodik
eseteben 0,6. A taldlatok egymastol fiiggetlenek. Ha mindketten egy-egy lovést adnak le,
mennyi a valosziniisége annak, hogy legaldbb egy taldlat van a céltablan.

Megoldas:

Legyen ,,A” az az esemény, hogy az els6 személy taldl, és ,,B” jelentse azt, hogy a masodik
talalatot ér el. Az (A+B) esemény azt jelenti, hogy legalabb egy talalat van a céltablan. Ennek
a valdszinliségére vagyunk kivancsiak és felhasznaljuk azt is, hogy az A és B események
fliggetlenek:

P(A+B)=P(A)+ P(B)—P(A-B)=P(A)+ P(B)—P(A)-P(B)=0,7+0,6—-0,7-0,6 =
=1,3-0,42=0,88
Tehat 0,88 a valdszinlisége annak, hogy a céltablan legalabb egy talalat van.

2. Ket, egymastol fiiggetleniil dolgozo szerszamgépen azonos fajta alkatrészeket gyartanak.
Az elsé geépen 0,8; a masodik gépen 0,7 valdsziniiséggel kapunk elso osztalyu
alkatrészeket, az ugyanazon a gépen gyartott alkatrészek is fiiggetlenek egymastol. Az elsé
gép gyartmanyaibol 3, a masodik gép gyartmanyaibol pedig 2 alkatrészt valasztunk
talalomra, és ezeket megvizsgaljuk. Mennyi a valoszintisége annak, hogy mind az 5 elso
osztalyu?

Megoldas:
Legyen ,,A” a szoban forgd esemény. A fliggetlenség alapjan

P(A)=08"-0,7" =~ 0,251
Tehat 25,1% a valoszinlisége annak, hogy a vizsgalt alkatrészek mind elsd osztalyuak.

3. Két dobozban golyok vannak, amelyek csak szineikben kiilonboznek. Az elsé dobozban 5
feheér, 11 fekete és 8 piros, a masodikban 10 fehér, 8 fekete és 6 piros golyo van. Mindkét
dobozbdl talalomra kivesziink egyet. Mennyi a valosziniisége annak, hogy a ket
kivalasztott golyo azonos szinii?

Megoldas:

Legyen ,,A” az az esemény, hogy a két kivalasztott golyd azonos szinii. A két huzas
egymastol fliggetlen. Héaromféle, egymadast kizard esemény Osszegeként adodik az A,
mégpedig ugy, hogy vagy mindkét dobozbol fehéret, vagy mindkét dobozbol feketét, vagy
mindkét dobozbdl pirosat huzunk. Igy az A esemény valdsziniisége:

510 11 8 8 6

= — — 4+ —-—~=032
24 24 24 24 24 24

P(4)

Tehat 32% annak a valoszinlisége, hogy a két dobozbdl azonos szinii goly6t huzunk.
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2. Leiro statisztika

1. Az aldbbi tablizat a Budapesti Ertéktézsde hivatalos indexének (BUX) szdz napi zdroértékébdl szamitott
hozamadatait tartalmazza. Készitse el az alabbi adatbdzis részletes leiro statisztikai elemzését!

Napi hozamok

0,01896| 0,00613| 0,01091| -0,01742| 0,01328 | 0,02415| 0,00805| 0,00754 0,0011] -0,00312

0,0846| 0,00186| -0,00024| -0,02076| 0,01011| 0,00476| 0,00611| -0,00015| 0,03295| -0,00782

0,0529 0,0102 0,0081 -0,0567| 0,02865| -0,01836| -0,01001 0,0146| 0,01182] 0,00729

-0,01877| 0,00845| 0,00448| 0,00602| 0,01818| 0,00567 0,0018| 0,01303| 0,01192] 0,00104

0,00121| 0,01508 | -0,00322 0,019] -0,01281| -0,00413| -0,00676| 0,00611| 0,02417| -0,00365

-0,01759 | 0,03565| 0,02769| 0,02964| -0,01967| 0,00654| 0,00272| -0,01123| 0,0253| -0,01055

-0,01255| 0,02841| 0,04391| 0,0581| -0,03858| 0,00319| -0,00307| -0,00145| -0,00922| 0,00016

0,01269 | 0,01359| -0,00271| -0,00041| 0,02758 0,0008 | 0,00438| 0,01244 0,0044 | 0,00709

0,00622 | 0,02758 | -0,01226 0,0022| -0,00043| 0,00483| 0,01527| 0,00432| 0,02801| -0,00711

0,00248 | 0,03258 | -0,01609| 0,00087| 0,02823 0,0143| 0,01493| -0,00391| -0,01541| 0,00524

Rangsor (oszloponként

-0,0567| -0,01281| -0,00413| -0,00024 0,0022] 0,00524| 0,00754| 0,01269] 0,01896| 0,02841

-0,03858 [ -0,01255| -0,00391] -0,00015] 0,00248] 0,00567| 0,00805] 0,01303 0,019 0,02865

-0,02076 [ -0,01226| -0,00365| 0,00016| 0,00272] 0,00602 0,0081] 0,01328] 0,02415] 0,02964

-0,01967| -0,01123] -0,00322 0,0008] 0,00319] 0,00611) 0,00845]| 0,01359| 0,02417] 0,03258

-0,01877( -0,01055| -0,00312| 0,00087] 0,00432] 0,00611] 0,01011 0,0143 0,0253 ] 0,03295

-0,01836( -0,01001{ -0,00307| 0,00104| 0,00438| 0,00613 0,0102 0,0146] 0,02758| 0,03565

-0,01759{ -0,00922{ -0,00271 0,0011 0,0044] 0,00622| 0,01091|] 0,01493] 0,02758]| 0,04391

-0,01742{ -0,00782| -0,00145| 0,00121| 0,00448| 0,00654| 0,01182] 0,01508] 0,02769 0,0529

-0,01609 [ -0,00711| -0,00043 0,0018] 0,00476| 0,00709| 0,01192] 0,01527]| 0,02801 0,0581

-0,01541 { -0,00676| -0,00041| 0,00186] 0,00483] 0,00729] 0,01244| 0,01818| 0,02823 0,0846

Megoldas:

1. Osztilyok szamanak meghatarozasa. (Egy lehetséges mddszer.)

2k0 > N ]’l _ Ymax _)Imin
o =

kO

7 _
2 =128 ~0,08460—(~0,05670)

7

h, =0,02018 = 0,0202

10
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2. Gyakorisagi tablazat
osztalykdzhosszisag f; gi f g’

-0,0567 -0,0365 | 2 0,02 2 0,02

-0,0365 -0,0163 | 25 0,25 27 0,27

-0,0163 0,0039 | 17 0,17 44 0,44
0,0039 0,0241 | 38 0,38 82 0,82
0,0241 0,0443 | 15 0,15 97 0,97
0,0443 0,0645 | 2 0,02 99 0,99
0,0645 0,0847 | 1 0,01 100 1

100 100%

3. Kvartilisek meghatarozasa

Sy = %(100 +1)=2525

0, =-0,00312+0,25(- 0,00307 — (=0,00312)) = —0,0031075

Sy4 = %(100 +1)=75,75

0, =0,0143+0,75(0,0146 - 0,0143)=0,014525

4. Median

1

Sy = 5(100+ 1)=50,5

Me = %(0,00483 +0,00524) = 0,005035

Mé =0,00483 +0,5(0,00524 — 0,00483) = 0,005035

11
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Median becslése a gyakorisagi tablazat alapjan

N ,
A E_fme—l ' N
Me=Y,,,+2——h Saz

m me
me

a4
Me =0,0039 + g 0:0202=0,00709

5. Modusz

A 4. osztaly a modalis osztaly:

N da
MO = Ymo,O + da +df hmo da :fmo _fmo—l df :fmo _fmo+1
38—-17

Mo =0,0039
? " 38-17)+(38-15)

0,0202=0,01354

6. Szamtani atlag
Az egyenkénti adatokbodl szamitva:

_(=0,0567) +(=0,03858) +... + 0,0846 +0,98497 _ 0,130453

X =0,00130453
100
Becslés gyakorisagi tablazatbol:
)?:( 0,0466) -2 +(—0,0264)-6+...+0,0544 -2 + 0,0746 - 1 —.0,007536
100
Osztalykozhossz. osztalykozép di=Y =Y servecs. d;’ fd;
-0,0567  -0,0365 -0,0466 2 -0,039 0,00152  0,00304
-0,0365  -0,0163 -0,0264 6 -0,019 0,000361 0,002166
-0,0163  0,0039 -0,0062 36 -0,0013 0,00000169 0,000061
0,0039  0,0241 0,014 38 0,006464 0,000042 0,001596
0,0241  0,0443 0,0342 15 0,026664 0,000711 0,010665
0,0443  0,0645 0,0544 2 0,047 0,00221  0,00442
0,0645  0,0847 0,0746 1 0,067 0,0045  0,0045
100 0,02645

A tablazat utols6 harom oszlopa majd csak a szoras becslésénél kell.

7. terjedelem
R=Y_  —-Y . =0,0846—(-0,0567)=0,01413

max

12
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interkvartilis terjedelemmutato
Ry s =0;-0,=0,014525-(-0,0031075) = 0,0176325

8. Tapasztalati szorasok
Becslés gyakorisagi tablazat alapjan:

_ [0,02645 00514
100

ifi(xi _;)2

>

i=l1

11. Grafikus abrazolas, hisztogram

Gyakorisagi hisztogram

40 3638

2 30 -

@

S 20 1 15

2 6

& 105 - 5 ]
o I——= | | Fr—

-0,0466 -0,0264 -0,0062 0,014 0,0342 0,0544 0,0746
Osztalykozepek

Kumulalt relativ gyakorisagi hisztogram

-
N

0,97 099 1

-

U,64

0,8

o e
N
\

o
IS
i

0,27

0 \ \

Osztalykdzepek

Kumulalt relativ
gyakorisag

Osztalykozepek

13
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crer

3. Egyiiditéitalokat forgalmazo cég budapesti részlegénél dolgozo 26 értékesitési képviselo
2005 januar havi teljesitménye (kiszallitott mennyiség, ezer rekesz):

15,6 268 13,5 80 133 202 13,7 157 24,7
85 19,1 16,6 19,2 18,7 16,1 20,5 14,2 13,2
15,9 13,1 18,8 33,6 34,7 169 148 21,8

Szamitsuk ki az atlagos teljesitményt, hatarozzuk meg a medidant! Szamitsuk ki az ismert
szorodasi mérdészamokat!  Jellemezziik az eloszlas aszimmetriagjat a Pearson-féle
mutatoszam segitsegével! Készitsiink gyakorisagi sort, és becsiiljiik meg a moduszt!

Megoldas:

Rangsor
80 85 131 132 133 13,5 13,7 142 148 156 157 159 16,1
16,6 16,9 18,7 188 19,1 19,2 20,2 205 21,8 24,7 26,8 33,6 34,7

A, Szamitsuk ki az atlagos teljesitményt, hatarozzuk meg a mediant!

Atlagos teljesitmény, meghatirozasa szamtani atlaggal:
X +x,+..+x, 8+85+..+33,6+34,7

N 26
18 ezer rekesz az atlagos teljesitmény.

~18ezer

xX=

Median:
Me= 1011166 _ 0 s

16,35 ezer rekesznél tobbet teljesitett az értékesitési képviselok fele, a masik fele kevesebbet.

B, Szamitsuk ki az ismert szorodasi meroszamokat!

Terjedelem

R=X_ —X, =347-8=26,7

Szoras

¢ :\/(8—18)2 +(8,5—-18)° +...;r6(33,6—18)2 +(34,7-18) — 6384

6,38 ezer rekesszel tér el atlagosan az egyes képviseldk teljesitménye az atlagostol.

Korrigalt tapasztalati szoras
oo \/(8 —18)* +(8,5—18)* +...+(33,6—18)> + (34,7 —18)°
25

=6,3841

14
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Relativ szoras:

y =938 03544
18

Az egyes képviseldk teljesitményének az atlagostol valo atlagos eltérése 34,5%.

Interkvartilis terjedelemmutato:
Si4 = %(26+ 1)=6,75
0,=13,5+0,75(13,7-13,5)=13,65
834 = %(26 +1)=20,25

0,=20,2+0,25(20,5-20,2) = 20,275
R, =0,-0, =20,275-13,65=6,625
Az értékesitési képviselok negyedének a teljesitménye 13,65 ezer rekesznél alacsonyabb,

haromnegyediiké magasabb (Q;). Az értékesitési képviselok haromnegyedének teljesitménye
20,275 ezer rekesznél alacsonyabb, egynegyediiké magasabb (Q3).

Az interkvartilis terjedelemmutatd azt fejezi ki, hogy az értékesitési képviselok felének
teljesitménye 6,625 ezer rekesznyi savban helyezkedik el.

C, Jellemezziik az eloszlas aszimmetriajat a Pearson-féle mutatoszam segitségével!
p_3(Y=Me) 318-16,35)
s 6,21

Er6sebb baloldali aszimmetria.

=0,79=179,7%

D, Keszitsiink gyakorisagi sort, és becsiiljiik meg a moduszt!
2% > N, kb. 5 osztalyt célszerii késziteni.

347-8

hy =534

Legyen 5,4 kerekitéssel az osztalykdz-hosszusag:

Osztalyok:

Osztalyhatar gyakorisag
8,0-13,4 5

13,5-18.,8 12
18,9-24,3 5

24,4-29,8 2

29,9-35,3 2
Osszesen: 26

15
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12-5

Mo =135+ .
(12-5)+(12-5)

53=16,15

Az értékesitett mennyiségek a 16,15 ezer rekesz koriil tomoriilnek. (Ez egyébként most
egybeesik a nyers modusszal, mert a szomszédos osztalyok gyakorisdga megegyezik.)

4. Minoségellenorzés keretében vizsgaltak egy adott tipushoz tartozo elektromos habverdk
élettartamat. A 120 megfigyelés eredménye:

Elettartam (év) Megfigyelések szama (db)
5,0-5.,5 8

5,5-6,0 28

6,0-6,5 50

6,5-7,0 24

7,0-7,5 10

Osszesen 120

Abrdzoljuk a gyakorisdgi sort! Szamitsuk ki a helyzeti kozépértékeket, az dtlagot, a szérdst, az
aszimmetria egyik méroszamat!

Megoldas:

a) Abrdzoljuk a gyakorisdgi sort!

gyakorisagi hisztogram

60
50
40
30
20
10

o L 1 ‘ ‘ L]

5055 5560 6,065 6570 7,075

megfigyelések szama

osztalyok

b) Szamitsuk ki a helyzeti kozépértékeket, az atlagot, a szorast, az aszimmetria egyik
méroszamat!
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Elettartam Megfigyelések szama (db) Kumulalt gyakorisag
(év) (gyakorisagok)
5,0-5,5 8 8
5,5-6,0 28 36
6,0-6,5 50 86
6,5-7,0 24 110
7,0-7,5 10 120
Osszesen 120

Me=6+20"3%405-624
Mo =6+ 22 *0,5=6,23
22+26

— % %
T 8*5,25+...410*7,25 ~6.25

120

— 2 * _ 2
S:\/8(5,25 6,25)" +...+10*(7,25-6,25) — 0,508

% _
p_3*(6,25-6,24)

120

=0,059
0,508

Enyhe bal oldali aszimmetria.
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3. Valosziniségi valtozo. Elméleti eloszlasok

3.1. Binomialis eloszlas

1. Valaki talalomra kitolt egy totoszelvényt. Mennyi a valosziniisége annak, hogy az elso hét
mérkozéshez az 1, 2, x lehetoségek koziil legalabb 5 helyre egyest valaszt?

Megoldas:
Legyen A az az esemény, hogy a szelvényt kit6ltd egy mérkézéshez 1-est ir.
P(A)=p=1/3

igy
P(A)=qg=1-p=1-1/3=2/3

A & valdszinliségi valtozo jelentse az n=7 db mérkdzéshez beirt egyesek szamat.

P =P<§=k)=(,’j(p)"(q)” =(Zj@k@7k(k=o,1,...,7>

Az az esemény, hogy az elsé hét mérkdzéshez legalabb 6t helyre 1-es keriil harom, egymast
kizar6 esemény Osszegeként foghato fel: vagy 6t, vagy hat, vagy hét helyre ir egyest a fogado.
Ezek a valoszinliségek a binomidlis eloszlas tablazatanak segitségével (n=7; p=0,3 és 0,35
értékeit atlagolva (vagy egyszertien a 0,35-hoz tartozd értéket alapul véve); k=5,6,7) a
kovetkezdk:

Ds + Do + py =0,0358+ 0,006 + 0,0004 = 0,0422

Tehat kb. 4,2% a valoszintisége annak, hogy legalabb 6t helyre 1-es keriil.

2. Mennyi a valosziniisége annak, hogy ha egy csaladban 10 gyerek sziiletik, akkor koziiliik
éppen ot fiu lesz?

Megoldas:
Annak az eseménynek a valdszinlisége, hogy fiu sziiletik legyen A esemény.

p(4)=p=1/2

A leany sziiletésének valoszintisége:
p(A)=1-p=g=1/2

A & valoszinliségi valtozo jelentse az n=10 gyermek kozil a fidk szamat. Annak az
eseménynek a valosziniisége, hogy a E=5:

ps =0,2461 =24,61% (binomialis eloszlas tablazata: n=10, p=0,5, k=5)

18
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3.2. Poisson-eloszlas

1. Egy elektronikus miiszer 1000 alkatrészbol all. Egy alkatrész a tobbitdl fiiggetleniil 0,001
valoszintiséggel romlik el egy év alatt. Mennyi a valoszintisége annak, hogy legalabb két
alkatrész romlik el egy év alatt?

Megoldas:

Tulajdonképpen binomidlis eloszlassal kellene szamolnunk. Mivel azonban az alkatrészek
szama (n=1000) elég nagy (n>30), a p=0,001 valoszinliség pedig nagyon kicsi, igy bevezetjiik
a

A=n-p=1000-0,001=1 paramétert, és a binomalis eloszlds tagjait a megfelel6 Poisson-
eloszlasbol kapott tagokkal kozelitjik.

A legalabb két alkatrész elromlasi eseményének ellentettje, hogy kettdnél kevesebb alkatrész

romlik el, vagyis hogy vagy 0 vagy 1 alkatrész romlik el. Ezek az esetek egymast kizarjak, és
Osszegiik valoszinliségét ezek valoszinliségének 0sszege adja:

po+p, =0,367+0,367=0,734 (Poisson-eloszlas tablazatbol, A=1, k=0,1)
fgy a legalabb két alkatrész meghibasodésanak valosziniisége:
1-(p,+p,)=1-0,734=0,266

Tehat kb. 26,6% a valoszinlisége annak, hogy a miiszer alkatrészei koziil legaldbb kettd
elromlik egy év alatt.

2. Egy telefonkozponthoz 600 eldfizeto tartozik. Tegyiik fel, hogy 0,005 a valosziniisége
annak, hogy valamelyik eldfizeté egy meghatadrozott oraban kapcsoldst kér. Mennyi a
valosziniisége annak, hogy abban az oraban épp 4 eldfizeto kér vonalat?

Megoldas:

Itt is binomialis eloszlassal kellene szdmolnunk, de n=600 elég nagy és p=0,005 pedig elég
kicsi ahhoz, hogy a binomalis eloszlast a Poisson-eloszlassal kozelitsiik.
A=n-p=600-0,005=3

p, =0,168 (Poisson eloszlas tablazatbol: A=3, k=4)

Tehat 16,8% a valoszinlisége annak, hogy az adott 6rdban éppen 4 eléfizetd kér kapesolast.

3. Egy orsozogépen 100 munkadra alatt atlagosan 3 szakadads kovetkezik be. Mennyi a

valoszintisége annak, hogy egy ilyen idotartam alatt a szakadasok szama tullépi az
atlagot? A szakaddasok Poisson-eloszlas szerint kévetkeznek be.
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Megoldas:

A vizsgalt idOtartam alatt bekovetkezd szakaddsok szama legyen a & valosziniiségi valtozo
értéke. Ez Poisson-eloszlasu, paramétere a vizsgalt idotartam alatti szakadasok atlagos szdma,
vagyis 3.

A=M(S)=3

Itt is forditva gondolkodunk. A kérdés az, hogy mi a valosziniisége, hogy 3-nal tobb szakadas
kovetkezik be. Ennek ellentettjét konnyebb szamolni, vagyis annak a valosziniiségét keressiik,
hogy 3 vagy annal kevesebb szakadds kovetkezik be. A Poisson-eloszlas tablazatanak
segitségével mar csak ki kell keresni az értékeket (A=3; k=0,1,2,3)

Do+ P+ p, + p;=0,049+0,149 + 0,224 + 0,224 = 0,646

fgy annak a valdszintisége, hogy 3-nél tobb szakadas kovetkezik be:
p(E=23)=1-p(E<3)=1-0,646=0,354

Vagyis 35,4% a valoszintisége annak, hogy a szakadasok szdma 100 o6ra alatt meghaladja a 3-
at.

3.3. Exponencialis eloszlas

1. Bizonyos tipusu izzolampak tonkremeneteléig eltelt égési idotartam hosszat tekintsiik
valosziniiségi valtozonak. Megallapitottak, hogy ez a valosziniiségi valtozo exponencialis
eloszlast kovet, és szorasa 1000 ora. Hatarozzuk meg a valdsziniiségi valtozo varhato
ertéket! Szamitsuk ki annak a valosziniiséget, hogy egy kivalasztott izzolampa 3000 ordn
beliil tonkremegy!

Megoldas:
Mivel a § valoszinliségi valtozo varhatd értéke és szordsa megegyezik (mivel exponencialis
eloszlast kovet), igy:
1 .
D()=M(&) = 7 =10006ra
_ L r
1000 ora

Az az esemény, hogy egy izzolampa 3000 6ran beliil nem megy tonkre, azt jelenti, hogy a
£>3000. Ennek valosziniisége:

1

P(E>3000) = 1— P(E <3000) =1 F(3000)=1—(1—¢ 190" )= ¢ 0,05

Tehat kb. 5% a valoszinlisége annak, hogy egy izzélampa legalabb 3000 oran at hibatlanul
vilagit.
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3.4. Normalis eloszlas

1. Egy vizsgalat szerint a felndtt koru férfiak testmagassaga N(174 cm; 7 cm) eloszldst kovet.
Hatarozza meg annak a valosziniisegét, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott ferfi
testmagassaga:

a) nagyobb, mint 190 cm,

b) 170 és 185 cm kozé esik,

c¢) mekkora a testmagassag szorasa, ha tudjuk, hogy a ferfiak 5%-anak a
testmagassaga 168 cm alatt van?

Megoldas:
a) nagyobb, mint 190 cm,

P(£2190)=1-P(£<190)=1- F(190) =1 —m(w) =1-®(2,28) =1-0,988696 =

=0,011304=1,13%
b) 170 és 185 cm kozé esik,

P(170< £ <185) = F(185)— F(170) = @(@) = @(%) = (1,57) - D(-0,57) =

=O(L57)-1+®d(0,57)=0,941792 -1+ 0,715661 = 0,6574 = 65,74%

c) mekkora a testmagassag szorasa, ha tudjuk, hogy a férfiak 5%-anak a testmagassaga 168
cm alatt van?

P(E<168)=0,05
F(168)=0,05

o817 6055 D) = 0,05 D(u) = 0,95 - u = 1,64
O

_1,64= 1087178 366
O
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2. Egy termék élettartama N(13év; 1év) eloszlasu.

a) Teljesiti-e az élettartam azt az elvarast, hogy a 11 évnél korabban meghibasodo
termékek aranya legfeljebb 1% legyen?

b) Ha nem, akkor hogyan kell megvaltoztatni a varhato értéket, ill. a szorast, hogy
teljesitsék az eldirast?

c¢) Termeékfejlesztés eredményeképpen egy uj terméek élettartama N(16év; 0,9év)
eloszlassal jellemezhets. Mekkora garancialis idot adjon a cég ahhoz, hogy a
termékek legfeljebb 5%-a menjen tonkre a garancia alatt?

Megoldas:

a) Teljesiti-e az élettartam azt az elvarast, hogy a 11 évnél korabban meghibdsodo termékek
aranya legfeljebb 1% legyen?

P <1)=F(1)= (D(g) =0(-2)=1-Dd(2)=1-0,97725=0,02275=2,28%

Nem teljesiti az elvarast, hiszen a 11 évnél korabban meghibasod6 termékek aranya 2,28%.

b) Ha nem, akkor hogyan kell megvaltoztatni a varhato értéket, ill. a szorast, hogy teljesitsék
az eloirast?

(A varhato értéknek nyilvan nagyobbnak, a szérasnak pedig kisebbnek kell majd lennie.)

Varhato érték valtoztatasa:
P(&<1)=F(11)=0,01> @(“T_’u) =0,01 > ®(u)=0,01 > D(1)=0,99 > u=-2,34

HT_ﬂ =234 11=1334év

Szoras valtoztatasa:

o713 001
(o2

11-13
o

=-234—>0=0_85

c) Termékfejlesztés eredményeképpen egy uj terméek élettartama N(16év; 0,9év) eloszldssal
Jjellemezheto. Mekkora garancidlis idot adjon a cég ahhoz, hogy a termékek legfeljebb
5%-a menjen tonkre a garancia alatt?

P(¢é < x) = F(x)=0,05—> q>(x0_916

b

) =0,05

x—16

O(u)=0,05>¢d(u)=095—>u=-1,64 > =-1,64 > x =14,52¢v

2

14,52 év garanciat kellene adnia a cégnek.
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3. Egy elektronikai gyarban tesztekkel igazoltik, hogy egy adott TV képcso élettartama
N(5,8 év; 2,3 év) eloszlasu. A vallalat 2 év cseregarancidat vallal a képcsovekre.
a) A képcsovek hany szazalékat kell kicserélni a garancia idétartama alatt?
b)  Mekkorara kell novelni a képcsovek élettartamat (a szoras nem vdaltozik), ha a
cég legfeljebb 2%-os garancialis cserét szeretne elérni?
¢)  Legfeljebb mekkora szordsa lehet az élettartamnak, ha a varhato érték nem
valtozik (5,8 év), ahhoz, hogy a 2%-os célt elérjék?

Megoldas:
a) A képcsovek hany szazalékat kell kicserélni a garancia idotartama alatt?

P(§<2)=F(2)=CD(2;§’8

b

) = ®(-1,65) =1 - D(1,65) =1-0,950529 = 0,049 ~ 5%

b) Mekkorara kell novelni a képcsovek élettartamat (a szordas nem vdltozik), ha a cég
legfeljebb 2%-o0s garancialis cserét szeretne elérni?

P(£<2)=0,02 > @(22_—3’“) =0,02 > O(u)=0,98 > u =-2,06
2-pu
2,3
5,8-161 6,74 évre kell ndvelni a képcsdvek varhatd élettartamat.

=-2,06 > 11 =6,T4év

¢) Legfeljebb mekkora szorasa lehet az élettartamnak, ha a varhato érték nem valtozik (5,8
év), ahhoz, hogy a 2%-os célt elérjék?

P(§<2):O,02—>CD(2_5’8

)=0,02 > u=-2,06

2-58
o
Ebben az esetben pedig 2,3 évrdl 1,85 évre kell csdkkenteni a szorést.

=-2,06 > o =1.85év
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4. Dontéselmélet

1. Adott az alabbi nyereség tipusu dontési matrix:

1 i 13 1y

S 100 |60 -40 |-20
S 20 70 80 60
83 40 60 200 |60
Sy -10 |20 20 70

Hogyan déntene bizonytalan koriilmények kozott?

Megoldas:

1. Wald-Kkritérium

Minden egyes stratégianal megkeressiik a legrosszabb kovetkezményt.
S| > -40

S>> 20

S;=> 40

S4=> -10

E legrosszabb kovetkezmények koziil a legkevésbé rosszat valasztjuk, vagyis ss-at.

2. Laplace-kritérium
Minden egyes tényallapot bekovetkezéséhez ugyanakkora valdsziniiséget kapcsolunk.
P(t1)= P(t2)= P(t3)= P(t4)= %4=0,25

Kiszadmitjuk minden egyes stratégidhoz kapcsolodoan a kdvetkezmények varhato értékét.

M(s,) =100+ L.60-L.40-L.20=250
4 4 4 4

M(s ):l-zo+—-70+l-80+1-60=57,5
? 4

S
B —
N

M(s)=1-40+l-60+1-200+l-60:90,0
: 4 4

N
N

M(s4):—l-10+l-20+l-20+l-70=25,0
4 4 4 4

Ezek koziil a legnagyobb varhato értékiit valasztjuk, azaz ss-at.
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3. Savage-kritérium

Elmarad6 haszon matrixot készitiink, majd a Wald-kritériumot alkalmazzuk.

Kivalasztjuk minden egyes stratégidnal a legrosszabb kovetkezményeket:

S = 240
S>> 120
S; > 60

S4=> 180

15 %) 13 2]
S 0 10 240 |90
S2 80 0 120 |10
S3 60 10 0 10
Sy 110 |50 180 |0

Majd ezek koziil a legkevésbé rosszat valasztjuk, vagyis ss-at.

Példatar

2. Egy vdallalkozo automatizalt gyartoberendezést kivan importdlni. A gép megbizhato
miikodéséhez — tobbek kozott — egy kritikus alkatrész hibatlan miitkédése sziikséges.
A szallito ajanlata szerint a berendezéssel egyiitt vasarolt tartalék alkatrészek ara: 10.000

€/db. Egy-egy alkatrész utolagos beszerzésének a kéltsége viszont: 35.000 €/db.

A szallito adatai szerint az eddig eladott berendezések iizemeltetése soran egy adott
berendezés eseten legfeljebb 3 meghibasoddas fordult elo.

a) Hany tartalék alkatrészt vasaroljon a vasarlo, ha nincs informacioja a berendezés

megbizhatosagarol?

b) Hogyan alakul a vallalkozo dontése, ha megkapja az eddig eladott 231 db.
berendezésrol késziilt alabbi meghibdsoddsi statisztikat.

Meghibasodott alkatrészek szima

0 1

Berendezések szama

135 | 56

27

13

Megoldas:

Dontési matrix készitése. 4 tényallapotunk van: 0, 1, 2, vagy 3 meghibasodas fordul eld.
A stratégiak: 0, 1, 2, vagy 3 tartalék alkatrészt vasarolunk.

A kovetkezmények pedig az ezzel kapcsolatos koltségek.

1y 1 % 13
S0 0 35000 | 70000 105000
S7 10000 10000 |45000 80000
S2 20000 |20000 |20000 55000
83 30000 |30000 |30000 30000
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1. Wald-Kkritérium
Minden egyes stratégianal megkeressiik a legrosszabb kovetkezményt.
So = 105000
S; = 80000
S, = 55000
S3=> 30000

E legrosszabb kovetkezmények koziil a legkevésbé rosszat valasztjuk, vagyis ss-at.
2. Laplace-kritérium
Minden egyes tényallapot bekovetkezéséhez ugyanakkora valdsziniiséget kapcsolunk.

P(to)= P(t1)= P(t2)= P(t;)= 4=0,25

Kiszadmitjuk minden egyes stratégidhoz kapcsolodoan a kdvetkezmények varhato értékét.

M(s ):l-10000+1-35000+1-70000+l-105000 =55000
74 4 4 4

M(s ):l-10000+1-10000+l-45000+1-80000 =36250

1
4 4 4 4

M(s ):l-20000+l-20000+1-20000+l-55000:115000
4 4 4 4

M(s ):l-30000+l-30000+1-30000+1-30000:30000
g 4 4 4

Ezek koziil a legnagyobb varhaté értékiit valasztjuk, azaz s,-6t.

3. Savage-Kkritérium
Elmarad6 haszon matrixot készitiink, majd a Wald-kritériumot alkalmazzuk.

to t; %] I3
sg |0 25000 150000 75000
s; 110000 |0 25000 50000
s> 120000 10000 |0 25000
s3 30000 20000 |10000 0

Kivalasztjuk minden egyes stratégianal a legrosszabb kovetkezményeket:
So=> 75000
S; = 50000
S, = 25000
S;=> 30000

Majd ezek koziil a legkevésbé rosszat valasztjuk, vagyis s;-6t.
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5. Elso- és masodfaju hiba

1. Egy tomeggyartisban eloallitott termék szélességi mérete szabalyozott folyamatban
1° =920mm és o =1mm. Legyen a névleges érték koriil szimmetrikusan elhelyezkedd
beavatkozasi hatar: BH = 1’ +20°.

a) Szamitsa ki az elsofaju hibat!
b) Tételezziik fel, hogy egy veszélyes zavarhatds a bedllitdsi szintet ' = 922 mm-
re valtoztatja (a szorast nem befolyasolja). Mekkora lesz a szabalyozds

masodfaju hibaja?
c¢) A szamitasokat végezze el n =1 és n =4 elemii mintak atlagara is!
Megoldas:
a) elsofaju hiba
a 918-920
E:P(§< ABH) :F(ABH):F(920—2-1):F(918):(I)(f):@(—2):l—®(2):
=1-0,97725=0,02275=2,28% — a =4,56%

b) masodfaju hiba

L =P(918<&E<922)=F(922)— F(918) = @(922;922)—@918;922) =D(0)—D(-4) =

=0,5-1+1=0,5=50%

c¢) n=4-re
Valtoznak a beavatkozasi hatarok!
o L=O,5—>ABH=920—2-0,5:919—>FBH:921

n Ja

% = P(£<919) = F(919) = @(%) = ®(-2)=1-D(2)=1-0,97725~0,02275 — o = 4,56%

2

L=PO19<E<921)=F(921)— F(919) = @(92 10_5922 )— @(9190_5922 )= D(=2) - D(—6) =

=1-®2)—1+D(6)=-0,97725+1=0,02275 ~ 2,28%

27



}”IB i;& Kvantitativ médszerek

PROGRAM

Példatar

2. Egy termék tomegének eloszlasa N(100 g; 1 g). Mekkora szimmetrikus beavatkozdsi
hatdarokat haszndlnak 15%-o0s kockdzati szint mellett n=4 elemii mintak szdmtani
atlagara?

Mekkora a masodfaju hiba, ha a folyamat N(100,5 g; 1,2 g)-ra allitodik el?
Megoldas:

ABH —-100 ABH —100

P(E<ABH)=® =0075—>u=-144—>
(& )=D( 2 ) i

=-1,44 > ABH =99,28

FBH =100,72
100,72 -100,5 99,28 -100,5
) —D( )=
1,2/4/4 1,2//4

= ®(0,37) - D(-2,03) = D(0,37) — | + D(2,03) = 0,644309 — 1 + 0,9786 = 0,623 = 62,3%

B =P(99,28 < £ <100,72) = F(100,72) — F(99,28) = ®(
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6. Becslés

1. Egy mosoporgyarban az egyik adagoloautomata 500g témegii mosoport tolt
papirdobozokba. A gép altal toltott dobozokbol vett minta adatai:
483g; 502g; 498g; 496g; 502g, 494g; 491g; 505g; 486g.
A gép altal toltott tomeg normalis eloszlasu, 8 g szorassal.
Hatdrozza meg a gép dltal téltott dobozok tomegének konfidencia intervallumat 98%-os
megbizhatosagi szint mellett!

Megoldas:
Varhato érték becslése intervallummal ismert elméleti szoras esetén

=2%
o =8g
. _ 483+502+498+496+502+494+491+505+486

H=X= 5 =49522¢g

al2’ \/_ =

P(x —u <U<LX+u =l-«a

al2’ \/_

Ugpp=Ugo = 2,34

495,22 -2,34- % <p<49522+2,34 %

488,98 < 4 < 501,46

2. Hosszu évek tapasztalata alapjan Magyarorszagon a lanycsecsemok sziiletéskori sulya
normalis eloszlast kovet 3,2 kg atlaggal és 0,6 kg szorassal. Kérdések:

a)
b)

Megoldas:
a)P(3<&<34)=0(————

Mi a valdsziniisége annak, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott lanycsecsemo
sulya 3,0 és 3,4 kg kozott van?

Mi a valdsziniisége annak, hogy egy 10 elemii véletlen minta atlaga 3,0 és 3,4 kg
kozott van?

Mi ugyanennek a valosziniisége 100 elemii minta esetén?

Milyen intervallumba varhatok a 100 elemii mintak atlagai  95%-os
valosziniiséggel?

Szerkessziink konfidencia intervallumot a sokasagi atlagra, ha egy 100 elemii
minta atlaga 3,1 kg és a szoras tovabbra is 0,6 kg!

34-32.
0,6

Tehat 26% annak a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott lanycsecsemo sulya
3,0 és 3,4 kg kozott van.
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b)P(3< E<34)= @(3’40_63’2) - q>(3 8 2’2) = d(1,054) — D(-1,054) = 20(1,05) -1 =2-0,8531 -1 = 10,7062

Jioo Yo

Azaz az ekkora elemszamu mintaatlagok 71%-a ebben az intervallumban lesz.

)P < E<34)= @(3’40_63’2) _o( 8 2’2) = ®(3,33) - D(-3,33) = 20(3,33) — 1 = 20,9996 — 1 = 0,9992

~/100 ~100

Azaz 100 elemli mintdk esetén mar csak az atlagok 0,08%-a nem fér bele ebbe az
intervallumba.

d)P(x ua/2\r<y<x+ua/2\/_ )=1-«

o =5% — ®(u)=0,975 — u =196

0,6 0,6
32-1,96——— < <32 +1,96———

N J100
3,08< <332

Azaz a keresett intervallum: (3,08; 3,32), a mintaatlagok 95%-a ebbe az intervallumba esik.

e)P(Xx~u,,——=<u<x+u,,——)=1-«a

a \/_ a \/_
a=5%—>0(u)=0975->u=196

0,6 0,6
31-1,96- —< u<31+1,96- ——

4100 4100
2,98 < 1 <3,22

Azaz a keresett intervallum: (2,98; 3,22). Ez az intervallum tartalmazza a feltételezett 3,2-es
sokasagi atlagot, azaz ezzel a feltevéssel mintabeli eredményiink 6sszhangban van.
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3. Egy évben a BMFE gazdalkodasi szakanak nappali tagozatdra jelentkezok koziil 17 fos
mintat vettek egyszerii véletlen kivalasztassal. A mintaban szereplé felvételizok pontszama
a kévetkezo volt:

118; 119; 121; 103, 101, 125; 116; 99, 100, 114, 115; 96, 88; 112; 113; 109, 94.

Hatdarozzuk meg a felvételizok datlagos pontszamanak és a pontszamok szordasanak 95%-os
konfidencia intervallumat!

Megoldas:

a) A pontszamok varhato értékének intervallumbecslése ismeretlen elméleti szords esetén
a=5%

17

Z(x-_f)z 2 2 2 2
. = _\/(118—108,41) +(119-108,41)" +...+ (109 -108,41)" + (94 -108,41)"

o=s =

17-1 16
=4114,12 10,68
f=%- 118+1194+121+...+113+109+94 _ 18432108,41

17 7
P(f—ta,2~s—<,u<fc+ta/2-s—*):l—a
Jn Jn

t,,(DF)= t0,975(16) =212
108,41-2,12- 10,68 <u<10841+2,12- 10,68

V17 J17
102,92 < 4 <1139

b) A pontszamok szordasanak becslése intervallummal

ERTR) ™2
o e
Xarn A

a=5%

;(j/z =28,845

X =6,908

16-10,68° , 16-10,68

— <o <——
28,845 6,908

63,27 <o* <264,18

795<0<16,25
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4. Egy vdallalat szervezetének atvilagitasakor 1500 szervezeti alkalmazott koéziil 225
munkatarsat véletlenszeriien kivalasztottak, és tobb kérdés mellett megkérdezték toliik,
hogy mekkora fizetést tartandnak kielégitonek. A valaszok atlaga havi brutté 250 ezer
forint, 113 ezer forint szorassal
Becsiiljiik meg 95 és 99%-os megbizhatosaggal, mekkora havi brutto bérkifizetésre kell a
cegnek felkésziilnie, ha a kielégitonek vélt szintet szeretné biztositani!

Megoldas:

o, =5%
n=225
& =s" =113000
/1= = 250000
_ s _ %
P(x~t,, T SH<X H““'ﬁ) —1-q
t,2(DF) =1, ,5(224) =1,96
250000196+ 2200 1, <250000+1,96- L300
V228 V23
235234,7 < 11 <264765,3
a, =1%
t12(DF) =1, 05(224) = 2,576
250000-2,576 120 < 4y 250000+ 2,576 20
. 255
230594,13 < 41 < 26940587
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5. Egy vezeték nélkiili, ujratoltheté csavarhuzokat gyarto vallalatnal felmérve a csavarhuzok
miuikodési idejét, azt normalis eloszlasunak talaltak. 15 csavarhuzo élettartamat
megvizsgalva az dtlagos miikodési ido 8900 ora, a szords 500 ora. Adjuk meg a varhato
ertek 95%-os konfidencia intervallumat. A cég uj reklamkampanyaban ki szeretné emelni,
hogy a csavarhuzok 99%-a egy adott élettartamnal tovabb miikodik. Maximum mekkora
miikodési idot mondjon, ha nem akarja becsapni a vasarlokat?

Megoldas:

a, Varhato érték becslése ismeretlen elméleti szoras esetén

s* =500h

x = 8900/

n=15
DF=n—-1=15-1=14
= =% 9

Jn A5
A, =t,,*s. =2,145%129,1~ 277
P(x—A, <pu<x+A)=1-a=095
;—A,<y<;+At
8900 — 277 < 1 < 8900+ 277

8623 < <9177
Ez a varhato érték 95%-o0s konfidencia intervalluma.

b,
A, =t,,%s =2977%129,1 ~384,3

X

P(x—A, <u<x+A)=1-a=095
;—A, <,u<;+A,

8900 —384,3 < 1< 8900 + 384,3
8515,7 < 1< 92843

Maximum 9284,3h mitkodési idét mondhat, ha nem akarja becsapni a vasarlokat.
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7. Hipotézisvizsgalatok

7.1. Nemparaméteres probak

1. Egy sorgyarto vallalatnal a sor névieges térfogata 500ml kell, hogy legyen, és a térfogat
szorasa legfeljebb 10 ml lehet. Egy 100 elemii véletlen mintabol ellendrzik a szallitmanyt.
A minta adatai a kovetkezok:

Térfogat, ml db
-480 5
480-490 20
490-500 30
500-510 24
510-520 16
520- 5
Osszesen 100
A mintabdl szamitott jellemzok:
X =499,1ml
(ezt most megadtuk, de becsiilt paraméterek)
s*=12,6ml

a) 5%-os szignifikancia szinten tesztelje azt a hipotézist, hogy a betoltott sor térfogat
szerinti eloszldsa normdlisnak tekintheto!
b) A minta alapjan ellendrizze az atlagos toltésulyra vonatkozo hipotézis teljesiilését!

Megoldas:

a) llleszkedeésvizsgalat

Ho: a sor névleges térfogata 499,1 ml vérhato értéki és 12,6 ml szorastt normalis eloszlast
kovet

H;: a sor névleges térfogata nem 499,1 ml varhatdé értékii és 12,6 ml szorasi normalis
eloszlast kdvet

Térfogat, fi pi F; stémz
ml

-480 5 0,0643 0,43 0,318
480-490 20 | 0,1715 17,15 0,474

490-500 30 | 0,29227 | 29,22 0,021
500-510 24 | 0,2772 | 27,72 0,5

510-520 16 0,1464 14,64 0,126
520- 5 0,0485 4,85 0,00464
Osszesen 100 1 100

Ahol f a tapasztalati gyakorisag, F pedig az elméleti gyakorisag (Fi=pi*100).
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480—499,1

P(¢ < 480) = F(480) = &(—

)=®(=1,52) =1-D(1,52) =1-0,935745 =

=0,0643 =6,43%

490 —499,1

P(480 < & < 490) = F(490) — F(480) = F(490) — 0,0643 = d( )—0,0643 =

=0(-0,72) - 0,0643 =1-D(0,72) — 0,0643 = (1-0,764237) — 0,0643 = 0,235763 - 0,0643 =0,1715=17,15%

500-499.1

P(490 < & < 500) = F(500) — F(490) = d( )—0,235763 = ®(0,07) — 0,235763 =

i

=0,5279-0,235763 =0,2922 = 29,22%

510-499,1

P(500 < & < 510) = F(510) — F(500) = ®( )—0,5279 = ®(0,86) — 0,5279 =

=0,805105—0,5279 = 0,277205 = 27,72%
520-499,1
12,6

=0,951543—0,805105 = 0,14644 = 14,64%
P(£>520)=1- P(£<520) =1— F(520) =1 —0,951543 = 0,048457 = 4,85%

P(510 < & < 520) = F(520) — F(510) = d( )—0,805105 = ®(1,66) — 0,805105 =

n _ 2 _ 2 _ 2
;(fzdmzz(f" F)” _6=643)"  Q0-17.15) +0,021+0,5+0,126+0,00464 = 1,444
i=l 1

F, 6,43 17,15
70 =1815
DF=r—1-1=6-2-1=3

Zszzum < Zlfr —>H0
b) PARAMETERES! egymintds u-proba, mert n>30

H,: =500
H, : u+#500

_X—p 499,1-500

u, T T 126 =-0,714
Jn V100
a=5%

u, =u,, =0(0,975) > u, =+1,96
—u, <u, <u, —-196<-0,714<1,96 > H,
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2. Véletlenszertien kivalasztott 120 db mikrohullamu siité élettartam szerinti megoszlasat
mutatja a kovetkezo tablazat:

Elettartam, év db
-5 8
5-6 28
6-7 44
7-8 25
8- 15
Osszesen 120

Ismeretes, hogy

f = 6’36év .. .. 14 .. .. . r . r
.  (becsiiltiik az osztalykozos gyakorisagi sorbol)
s =0,67¢ev
a) 5%-os szignifikancia szinten ellendrizze azt az allitast, hogy mikrohullamu siitok
élettartama normalis eloszlast kévet!
b) Teljesiil-e 5%-o0s szignifikancia szinten az a mindségi eldiras, hogy az élettartam
dtlaga meg kell, hogy haladja a 6 évet!

Megoldas:

a) llleszkedésvizsgalat

Hy: a mikrohullamu siitok élettartama 6,36 év varhatd értéki és 0,67 év szorast normalis
eloszlast kovet

H;: a mikrohullamu siitok élettartama nem 6,36 év varhato értékii és 0,67 év szorast normalis
eloszlast kovet

Elettartam, év f; pi F; stémz
-5 8 0,022 2,64 10,88
5-6 28 0,2725 32,7 0,67
6-7 44 0,5344 64,13 6,31
7-8 25 0,1637 19,64 1,45
8- 15 0,0073 0,876 2277
Osszesen 120 1 120 2471
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5-6,36
P(E<5)=F(5)=d( o )= ®(-2,03) =1-D(2,03) =1-0,978 =
=0,022=2,2%
6-6,36
P(5<E<6)=F(6)—F(5) =F(6)—0,022 = ®( o )—0,022 =
= ®(—0,54) — 0,022 =1 - D(0,54) — 0,022 = 1 — 0,705401 — 0,022 = 0,2725 = 27,25%
P(6< &<T)=F(T)— F(6) = D( ; 273 01 _0,2945 = ©(0,95) - 0,2945 =
=0,828944 — 0,2945 = (,5344 = 53,44%

86,36
0,67

=0,992656 —0,828944 = 0,1637 = 16,37%

P(£>8)=1-P(E<8)=1-F(8) =1-0,992656 = 0,0073 = 0,73%

P(7< &<8)=F(8)—F(T) = d(

) — 0,828944 = B(2,44) — 0,828944 =

n _ 2 _ 2 _ 2
Xlim :z(ff FF;‘) _(8-264)  (28-327) +6,31+1,45+227,7=247,01
i=1 1

, 2,64 32,7
70 =5,991
DF =r—-[-1=5-2-1=2

2 2
Isza'm > l/kr _)Hl

b) PARAMETERES! egymintds u-proba, mert n>30

Hy:pu=6
H :u>6
_X—u_ 636-6
usz_ S* - 0,67 _579
Jno V120
a=5%

u, =u,, =9(0,975) > u, =+1,96
u, >+196 > H,
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3. Egy adott évben 98 vegyipari vallalatot megvizsgalva a 8 napon tul gyogyulo sériilteket
eredmeényezo balesetek szama az alabbi tablazatban foglaltaknak megfeleléen alakult.

Balesetek 0 1 2 3 4 5 6 7
szama
Vallalatok | 4 18 22 17 15 10 4 6
szama

a) Leirhato-e a balesetek szama Poisson-eloszlassal (a=1%)?
b) Mennyi a szamtani atlag, a modusz és a median értéke?

Megoldas:
a) llleszkedésvizsgalat
A becslése (a szamtani atlag segitségével) a Hy hipotézis megfogalmazasahoz:

0-4+1-18+2-22+3-17+4-15+5-10+6-4+7-6 289 _
96 96

A= 3,0

Hy: a balesetek szama leirhat6 A=3,0 paraméterti Poisson-eloszléssal
H;: a balesetek szdma nem A=3,0 paraméter(i Poisson-eloszlast

OSZtélyOk fk Pk Fk Xzi

0 4 0,049 4,704 0,105
1 18 0,149 14,304 0,955
2 22 0,224 21,504 0,0114
3 15 0,224 21,504 1,967
4 15 0,168 16,128 0,0789
5 10 0,1 9,6 0,0167
6 4 0,05 4,8 0,133
7 6 0,021 2,016 7,87

z 96 1,0 96 11,137

(Megjegyzés. A pi értékeket a Poisson-closzlas tablazatabol keressiik ki, az Fy elméleti
gyakorisagi értékeket pedig a kovetkezoképpen kapjuk: Fi= pc*96)

n _ 2 _ 2 _ 2
z;mzz(f" F)” _(4-4704)  (8=14308)° ) 11441967+0.0789 +
= 4,704 14,304

+0,0167+0,133+7,87=11,137
70 =16,812
DF =r—1-1=8-1-1=6

2 2
Zsza'm < Zkr _)HO

1
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b) szamtani datlag, modusz, median értéke

Szamtani atlag értékét mar az a) pontban kiszadmoltuk a paraméter becsléséhez, értéke
3,0.

A moédusz a legnagyobb gyakorisagu érték: vagyis a vallalatok legnagyobb részénél az
adott évben 2 olyan baleset volt, amelynél a balesetet szenveddk 8 napon tul gydgyuld
sériilést szereztek, igy a modusz értéke: 2

A median helyzeti k6zépérték: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 > igy a median: 3,5.
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7.2. Hipotézisvizsgalatok, paraméteres és nemparaméteres probak

1. Egy halogénizzokat gyarto vallalatnal megvizsgaltak egy uj tipusu izzo élettartamat. A
korabbi tipusu izzok élettartama 5132 ora volt. Véletlen mintavétellel kivalasztva 325 uj
tipusu izzot, az atlagos élettartamuk 5213 ora volt, 216 ora szorassal. Vizsgadljuk meg
10%-os szignifikancia szinten, hogy valoban megndtt-e az izzok élettartama?

Megoldas:
Egymintas u-proba, mivel n>30

Ho: az atlagos ¢élettartam 5132 6ra (u=5132h)
H;: az atlagos ¢lettartam nagyobb, mint 5132 6ra (1>5132h)

L _X-u _T-p _5213-5132 81 _
“ o/n st/\n 216/4/325 11,98

u, co=10%—> O(u)=0,9 —>u, =1,285

u, >u, —> H,

6,76

A nullhipotézist elutasitjuk, az 0j tipust izzok élettartama valéban nagyobb.

2. Egy automata gépsor altal toltott dobozokbol 10 elemii mintat vesziink. A mintdaba kertilt
10 doboz grammban kifejezett toltosulya a kovetkezo:
255g, 242g, 245g, 253g, 249g, 251g, 250g, 255g, 245g, 246g.
Ellendrizziik, hogy a gépsor teljesiti-e a 250g varhato értékii specifikaciot 1%-os
szignifikancia szinten!

Megoldas: egymintas t-proba, n<30

Ho: p=250
Hy: p#£250
= _255+242+..+245+246 _ 2491 _ 2491
10 10
oo \/(255—249,1)2 +(242-249,1)* +...+ (246 -249,1)>  [182,9 451
101 9 ’

. _X-p _2491-250 .
“ s Nn 451/4100

L = gn = lyggs = 13,25

7

mivel —3,25<1,43<3,25—> H,
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3. Két iskolaban (A és B) a tanulok intelligencia szintjét hasonlitjak ossze. Mindkét iskoldbol
25-25 fos véletlen mintat vettek. A két minta adataibol a szamitdasok eredményei:

%, =117
s, =18

%, =112
s, =134

Vizsgaljuk meg 1%-os szignifikancia szinten, hogy van-e eltérés a két iskola tanuloinak
intelligencia szintje kézott!

Megoldas:

1. F-proba

* 2
=S I8 0
o7 134
F, =2,66
sz<Fkr_)H0
2. kétmintas t-proba
Hy iy = g
Hypy > g
o X-% _ l7-12 5 i
g o2 \/182 13,42 12,96+7,18
24 B —+—
n, ' n, V25 25
t, =t,=2403
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4. Egy konzervgyarban két automata tolt lekvart 0,5 literes iivegekbe. A gydrtdskozi
ellenorzés soran véletlen mintat vettek mindkét géprol. A mintakra vonatkozo eredmények:

Geép Mintaelemszam Atlagos toltési Toltési tomeg
mennyiség, ml szorasa, ml
L 32 503 82
11 37 495 7,6

Dontse el 5%-os szignifikancia szinten, hogy tekintheté-e azonosnak a két gépen a toltési
tomeg szordsa és dtlaga!

Megoldas:
a) szorasok egyezoségenek vizsgalata: F-proba

H,:0,=0,

H :o,>0,

2
s5 827
5z = f2 :7—2:1,164
Sp s
F, =174

Fvsz < Fkr - HO
b) atlagok egyezoségének vizsgalata: kétmintas u-proba, mivel ny, ng >30

Hy:py = g
Hy gy > g

L __ X=X, _ 503-495 8

\/oﬁ L ov \/822 76 V216156

4,188

32 37
a=5%—®(u)=095—>u, =1,64

usz >ukr _)Hl

ny Rp

Masik _megoldas :

Ho:py = pyp

Hy:py # pg

u, =4,188
a=5%—>al/2=0,025—>Du)=0975—>u, =+1,96
u, >196—->H,
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